EDP DE ORDINUL AL DOILEA CVASILINIARE
CLASIFICARE SI FORMA CANONICA

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea se numeste cvasiliniara daca este de
forma:
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unde u = u(z) este functia necunoscuta, iar z = (z1, 22, ..., ©,) € I CR", n > 21

considerat maximal posibil. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea se numeste
liniara daca este de forma:
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Clasificarea ecuatiei (1) depinde de punctul in care se studiaza. Fie x = zo € [ fixat
si notam a;j(xy) = a;;, considerand astfel ecuatia (1) ca avand coeficientii a;; constanti.
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Presupunem, de asemenea, ca pentru orice ¢ §i J.

Se considera forma patratica asociata partii principale a ecuatiei (1) (partea principala
a ecuatiei este formata de termenii ce contin derivatele de ordinul al doilea si ea determina

tipul ecuatiei), in variabilele £ = (&, &, ..., &):
p(§) = Z ij&i€j (3)
ij=1
Printr-o schimbare de variabile £ = (&, &, ..., &) = n = (m, M2, ..., M), datd de o
matrice L
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forma patratica ¢ se poate aduce la o forma canonica (folosind, de exemplu, metoda lui
Gauss):

e(n) =" ;. (5)
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REMARCA

e In general, pentru o forma patratica pe un spatiu vectorial (real sau complex), numarul
de patrate care apar in expresia (5) cu coeficienti A; nenuli coincide cu rangul r al formei
patratice ¢, unde r = rangul matricei asociate formei ), fiind invariant la transformari de



coordonate (schimbari de baza).

e Pentru forme patratice pe spatii vectoriale reale, numarul de patrate care apar in ex-
presia (5) cu coeficienti \; pozitivi se numeste indicele pozitiv de inertie, p §i este invariant
(acelagi pentru orice forma canonica de tipul (5)). Rezultda ca si r — p = indicele nega-
tiv de inerfie este invariant. De asemenea, exista o unica forma canonica de tipul (5) cu
Ai € {1, —1, 0} pentru orice 1 <i < n.

CLASIFICARE

e Daca r = n si toti coeficientii \; au acelagi semn (< p = n sau p = 0) atunci ecuatia
(1) este de tip eliptic.

e Daca r = n si coeficientii \; au semne diferite (< 1 < p < n — 1) atunci ecuatia (1)
este de tip hiperbolic.

e Daca r < n atunci ecuatia (1) este de tip parabolic.

OBSERVATIFE Daca ecuatia (1) nu are coeficienti constanti atunci ea poate fi de tip
mixt. De exemplu, ecuatia lui Tricomi
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unde u = u(z,y), este de tip eliptic pentru y > 0 si de tip hiperbolic pentru y < 0.

EXEMPLE CLASICE: ecuatia caldurii, ecuatia undelor, ecuatia lui Laplace.

REMARCA
Folosind schimbarea de variabile © = (z1, xo, ..., ©,) = y = (Y1, Y2, ---, Yn), definita prin
Y1 T
Y2 — tL €2 (6)
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unde 'L este transpusa matricei L din (4), se poate gisi forma canonici a ecuatiei (1) in
cazul coeficientilor constanti (a;;(x) = a;; pentru orice z):
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unde @ = u(y) este functia necunoscuta in noile coordonate.

NOTATII: uy = 2%, u,, = Pu oy = Ou
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EXERCITII

1. Sa se determine tipul si forma canonica a ecuatiilor, precizand si transformarea prin
care se aduce la foma canonica:

1.1. dupy — dugy — 2uy, +uy +u, =0
1.2 ugy — Uy + Uy +uy —u, =0
1.3, ugy + Ug, + Uy +uyy =0

1.4. 2uyy + 3uyy + 13u,, — 2uy, + 12u,, = 0.

EDP DE ORDINUL AL DOILEA CVASILINIARE IN DOUA VARIABILE

Pentru n = 2 se renoteaza variabilele functiei u = u(x, y) si coeficientii ecuatjiei (1) astfel:

a(z, Y) gy + 2b(x, y)ugy + c(z, y)uy, + o(x, y, u, uy, u,) =0. (8)

unde a, b, ¢ sunt functii reale de variabile reale (x,y) € D, cu a®> +b*+c* # 0in D, D
fiind un domeniu din R?. Atunci, ecuatia (8) este (intr-un punct sau intr-un domeniu):
(i) de tip hiperbolic daci b* — ac > 0;
(ii) de tip parabolic daca b* — ac = 0;
(iii) de tip eliptic daca b* — ac < 0.

Determinarea transformarii prin care ecuatia (8) se poate aduce la forma canonica, se
face cu ajutorul ecuatiei caracteristicilor, care se scrie sub forma diferentiala:

a(z,y)(dy)® — 2b(z, y)(dz)(dy) + c(x, y)(dz)* = 0. (9)

In fiecare dintre cele trei cazuri, se face o schimbare de variabile (z,y) — («a, ), data de

v=xz(a,B), y=ylapf) (10)
care este nedegenerata, adica are determinantul functional g((z%)) # 0, ceea ce permite inver-
sarea formulelor de transformare (10):

a=alz,y), B=7>y), (11)



avand, evident, si
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Vom nota tot cu u functia @ = @(a, 8) in noile variabile.

(i) Daca b? — ac > 0 atunci din (9) se obtin doud integrale generale distincte ¢(z,y) = ¢;
si Y(x,y) = co, ce determind doud familii distincte de caracteristici reale ale ecuatiei (8),
unde 1, ¢ constante, o, ¥ functii reale. Definind transformarea (11) prin

OéZQO(ZIZ,y), 6:¢($7y> (12)

se aduce ecuatia (8) la forma

Uaﬂ+€l~5(04» 67 U, Uq, uﬁ) =0

numita prima forma canonica a tipului hiperbolic.
Se observa ca efectuand schimbarea de variabile («, ) — (7,0) definita prin

y=5la+8), b=5(-p)

ecuatia devine
Uy — Uss + ¢(% 57 Uy Uy 'LL(;) =0

numita a doua forma canonica a tipului hiperbolic.

(ii) Daca b*> — ac = 0 atunci din (9) se obtine o singura familie de caracteristici (z,y) =
c1. Se alege ¥(z,y) astfel incat sa avem o schimbare de variabile de forma (12). Ecuatia (8)
devine .
ugs + o, B, u, Uy, ug) =0

numita forma canonica a tipului parabolic.

(iii) Daci b — ac < 0 atunci integrala generald a ecuatiei (9) se poate scrie o(z,y) +
itp(x,y) = ¢ (c=constanta), unde ¢ si ¢ sunt functii reale ce vor fi folosite in schimbarea de
variabila (12) pentru a aduce ecuatia (8) la forma

U + Upp + &(057 67 U, Uq, uﬂ) =0
numita forma canonica a tipului eliptic.
REMARCA: O ecuatie poate fi de tipuri diferite in domenii diferite, daca b? — ac 1si

schimba semnul. Domeniile de elipticitate si hiperbolicitate sunt separate de curbe limita pe
care b?> — ac = 0, formate din puncte de parabolicitate.



EXERCITII

2. Sa se determine tipul si forma canonica a ecuatiilor folosind metoda caracteristicilor:
2.1. 3tz — 10ugy + 3ty + 2u, =0

2.2, Uy + Bugy + 16uyy + uy — 3uy =0

2.3. Uy — Ougy + 13uy, —u, = 0.

3. Sa se studieze tipul ecuatiei:

(2 + gy — 2(y° + 2° — 22)uyy + 2(2* + y° — 23)u,, = 0.

4. Sa se determine tipul gi forma canonica a ecuatiei in domeniile in care se pastreaza
tipul:

4.1. Upp — TUyy, =0
4.2, Upy — Ylyy = 0
4.3. YUz, — 22uy, =0

4.4. Uy, — 2sinzuy, + (2 — cos?

Z)Uyy =0
5. Sa se determine solutia generala a urmatoarelor ecuatii:
5.1. ugy, =0
5.2. Uy, — a’uy, = 0, unde a > 0.
5.3. Uy — 2Ugy — 3Uyy =0
5.4, Uyy + au, =0
5.5, Uy — SUgy — 2Uyy + Uy + uy = 0.
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