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EDP DE ORDINUL AL DOILEA CVASILINIARE
CLASIFICARE SI FORMA CANONICA

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea se numeste
cvasiliniara daca este de forma:

" Pu ou
i 5 y T~ ) — 0 ]_
unde u = u(z) este functia necunoscuta, iar r = (xy1, s, ..., x,) € I C R",

n > 2.
O ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea se numeste liniara daca
este de forma:

n 62 n
Zaw a a Z )u+f() (2>
ij=1 Tj =4 xz

Clasificarea ecuatiei (1) depinde de punctul in care se studiaza. Fie

r = xo € [ fixat si notam a;j(x¢) = a;j, considerand astfel ecuatia (1) ca

A~ . .. . . v H%u o 2w
avand coe.ﬁmgng'u‘am constanti. Presupunem, de asemenea, ca 5~ 95, = Busom
pentru orice 2 §1 J.

Se considera forma patratica asociata partii principale a ecuatiei (1)
(partea principala a ecuatiei este formata de termenii ce contin derivatele

de ordinul al doilea si ea determina tipul ecuatiei), in variabilele £ = (&1, &, ...

n

p(§) = Z a8 (3)
ij=1
Printr-o schimbare de variabile £ = (&1, &, ..., &) = 1= (01, N2, .\, M),
data de o matrice L
&1 Ui
§2 — I T2 (4)
fn Tin

Y 577/):



forma patratica ¢ se poate aduce la o forma canonica (folosind, de exemplu,
metoda lui Gauss):

o(n) =>_ \n?. (5)
=1
OBSERVATIT:

o In general, pentru o forma patraticd pe un spatiu vectorial (real sau
complex), numarul de patrate care apar in expresia (5) cu coeficienti A;
nenuli coincide cu rangul r al formei patratice ¢, unde r = rangul matricei
asociate formei ¢), fiind invariant la transformari de coordonate (schimbari

de baza).

e Pentru forme patratice pe spatii vectoriale reale, numarul de patrate
care apar in expresia (5) cu coeficienti A; pozitivi se numeste indicele pozitiv
de inertie, p si este invariant (acelagi pentru orice forma canonica de tipul
(5)). Rezulta ca si r — p = indicele negativ de inertie este invariant. De
asemenea, existd o unica forma canonica de tipul (5) cu A; € {1, —1, 0}
pentru orice 1 < ¢ < n.

CLASIFICARE

e Daca r = n i toti coeficientii \; au acelagi semn (< p = n sau p = 0)
atunci ecuatia (1) este de tip eliptic.

e Daca r = n si coeficientii \; au semne diferite (< 1 < p < n—1) atunci
ecuatia (1) este de tip hiperbolic.

e Daca r < n atunci ecuatia (1) este de tip parabolic.

OBSERVATIE:
Daca ecuatia (1) nu are coeficienti constanti atunci ea poate fi de tip mixt.
De exemplu, ecuatia lui Tricomi

0’u  0%u

e Ry |
y@x2+8y2 ’



unde u = u(z,y), este de tip eliptic pentru y > 0 si de tip hiperbolic pentru
y < 0.

EXEMPLE CLASICE:

Ecuatia caldurii 2 — a*Au = F(z,t), unde u = u(z,t), a > 0, este de tip
parabolic.
Ecuatia undelor W;‘ — a*Au = F(z,t), unde u = u(xz,t), a > 0, este de

tip hiperbolic.

Ecuatia lui Laplace Au = 0 si ecuatia lui Poisson Au = F(z), unde
u = u(z), sunt de tip eliptic.

REMARCA:
Folosind schimbarea de variabile z = (z1, xo, ..., T,) = ¥y = (Y1, Y2, - s Yn),
definita prin
Y1 T
Y2 | _ tr 4] (6)
Yn T

unde 'L este transpusa matricei L din (4),
se poate gasi forma canonica a ecuatiei (1) in cazul coeficientilor constanti
(a;j(x) = a;; pentru orice z):

>

i=1

0*a o
67§+w(y’ i, >—) =0 (7)

unde @ = @(y) este functia necunoscuta in noile coordonate.

. _ Ou _ d%u _ 9%
NOTATII. Uy = Er) Ugpr — 92 Ul-y = Pzoy

EXERCITII

1. Sa se determine tipul si forma canonica a ecuatiilor, precizand si trans-
formarea prin care se aduce la forma canonica:



1.1. duyy — dugy — 2uy, +uy +u, =0
1.2 ugy — Ugy + Uy +uy —u, =0
1.3, Upy + gy + Uy + Uy =0

1.4. 2uyy + 3uyy + 13u,, — 2uy, + 12u,, = 0.

EDP DE ORDINUL AL DOILEA CVASILINIARE IN DOUA
VARIABILE

Pentru n = 2 se renoteaza variabilele functiei u = wu(z,y) i coeficientii
ecuatiei (1) astfel:

a(z, Y) g + 20(x, Y)ugy + c(z,y)uy, + o(z, v, u, uy, u,) = 0. (8)

unde a, b, csunt functii reale de variabile reale (z,y) € D, cu a®>+b*+c* #
0 in D, D fiind un domeniu din R?. Atunci, ecuatia (8) este (intr-un punct
sau intr-un domeniu):
(i) de tip hiperbolic daci b* — ac > 0;
(ii) de tip parabolic daci b* — ac = 0;
(iii) de tip eliptic daci b* — ac < 0.

Determinarea transformarii prin care ecuatia (8) se aduce la forma canonica,
se poate face cu ajutorul ecuatiei caracteristicilor, care se scrie sub forma
diferentiala:

a(z,y)(dy)* — 2b(z,y)(dz)(dy) + c(z,y)(dz)* = 0. (9)



In fiecare dintre cele trei cazuri, se face o schimbare de variabile (z,y) —
(o, B), data de

{L':$(Oé,ﬁ), y:y(avﬂ) (10)

care este nedegenerata, adica are determinantul functional % # 0, ceea
ce permite inversarea formulelor de transformare (10):

O./:O!(I‘,y)7 ﬂ:ﬂ(m7y)’ (11)

avand, evident, si
da [ole

Nz,y) | o8 o8 '
oz dy

Vom nota tot cu u functia @ = (e, ) in noile variabile.

(i) Daca b* — ac > 0 atunci din (9) se obtin doud integrale generale
distincte o(z,y) = ¢1 si ¥(z,y) = 9, ce determina doua familii distincte de
caracteristici reale ale ecuatiei (8), unde ¢;, ¢y constante, ¢, ¥ functii reale.
Definind transformarea (11) prin

a=p(@y), =y (12)
se aduce ecuatia (8) la forma
Uap + QB(O(, ﬁv U, Uq, uﬁ) =0

numita prima forma canonica a tipului hiperbolic.
Se observa ca efectuand schimbarea de variabile (a, ) — (7, 9) definita prin

1 1
1=5@+8), s=3@-p)

ecuatia devine 3
U~y — Uss + ¢(’Y7 5a U, Un, U(;) =0

numita a doua forma canonica a tipului hiperbolic.



(ii) Daca b* — ac = 0 atunci din (9) se obtine o singura familie de car-
acteristici p(z,y) = ¢1. Se alege 1(x,y) astfel incat sa avem o schimbare de
variabile de forma (12). Ecuatia (8) devine

uﬂﬁ"—é(aa 67 U, Uq, uﬁ) =0

numita forma canonica a tipului parabolic.

(iii) Daca b — ac < 0 atunci integrala generald a ecuatiei (9) se poate
scrie p(z,y) + i(x,y) = ¢ (c=constanta), unde ¢ si ¢ sunt functii reale ce
vor fi folosite in schimbarea de variabila (12) pentru a aduce ecuatia (8) la
forma

Uaa + Ups + qg(oz, B, u, Uy, ug) =0

numita forma canonica a tipului eliptic.
REMARCA
O ecuatie poate fi de tipuri diferite in domenii diferite, daca b*> — ac isi

schimba semnul. Domeniile de elipticitate si hiperbolicitate sunt separate de
curbe limitd pe care b?> — ac = 0, formate din puncte de parabolicitate.

EXERCITII

2. Sa se determine tipul si forma canonica a ecuatiilor folosind metoda
caracteristicilor:

2.1. 3ugy — 10Ugy + uyy + 2u, =0
2.2, Uy + Buyy + 16Uy, + uy — 3u, =0
2.3. Uypy — OUgy + 13uyy —u, =0

2.4. 2uyy + Uyy + 2uy, —uy =0

3. Sa se studieze tipul ecuatiei:
(2 + gy — 2(y° + 2° — 22)uyy + (2% + ¥* — 22)u,, = 0.
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4. Sa se determine tipul si forma canonica a ecuatiei in domeniile in care
se pastreaza tipul:

4.1. Upy — TUy, =0

4.2, Upyp — Ylyy = 0

4.3. y*uy, — ZL‘QUyy =0

4.4. Uy, — 2(Sin )y, + (2 — cos® r)uy, =0

5. Sa se determine solutia generala a urmatoarelor ecuatii:
5.1. Uz =0

5.2. Uy — a*uy, =0, unde a > 0.

9.3, Ugy — 2Ugy — Uy, =0

5.4. Uyy + au, =0

5.5, gy — DUgy — 2Uyy + Uy + uy = 0.

REFERINTE:

V. S. Vladimirov si altii - Culegere de probleme de ecuatiile fizicii matem-
atice, Ed. Stiintifica si Enciclopedica, Bucuresti, 1981.
N. Teodorescu, V Olariu, Ecuatiile fizicii matematice, EDP, Bucuresti, 1975.



SPATII NORMATE
OPERATORI LINTARI PE SPATII NORMATE
SERII FOURIER

1. S& se arate cd in orice spatiu normat (V|| - ||) bila B(0,1) = {x €
V] |lx]| < 1} este convexa: x,y € B(0,1) = az + (1 — a)y € B(0,1) pentru
orice v € [0, 1].

2. a) Sa se arate ca

n
ol =D _lail sl = max |a;|

=1 1<i<n
sunt norme pe K", unde x = (zy, ..., z,) € K", iar K = R sau C.
b) Sa se deseneze B(0,1) C R? in raport cu || - ||1, || - || $i respectiv || - |2,

unde ||z||2 = (|21 |* + |:132|2)% pentru z = (21, 72) € R?.
c) Sa se arate cd ||z]| = (\/|z1| + v/|z2] )%, z = (z1,72) € R?, nu definegte o
norma pe R2.

3. 1) Sa se arate ca

[fllec = sup |f(x)]

z€[a,b]
este norma pe spatiul Cla, b] (spatiul functiilor continue pe |a, b]).
ii) Sa se arate ca
[£llcr = |£(a)] + [[']] oo

definegte o norma pe C'[a, b] (spatiul functiilor derivabile, cu derivata continud).

4. Fie V un spatiu cu produs scalar si {vy, v, ...,v,} C V,(n > 2 natural),
o familie ortogonala. Considerand norma indusa de produsul scalar sa se

arate ca: . .
1> ol =D lluel?
k=1 k=1

(Teorema lui Pitagora). (Indicatie: inductie dupa n > 2.)



5. a) Daca o norma pe un spatiu V', provine dintr-un produs scalar atunci
ea satisface identitatea paralelogramului: pentru orice x,y € V' se verifica

Iz +ylI* + llz = ylI* = 2(ll=]* + [ly]1*).

b) Norma || - ||« pe Cla,b] nu provine dintr-un produs scalar. (Se arata,
de exemplu, ca functiile f(x) = 1 si g(z) = 7= nu verifica identitatea

paralelogramului.)

¢) Pe 1P = {& = (2)y1] i |2a]P < 00} norma

o 1
[zl = (D lzal”)7
n=1

nu provine dintr-un produs scalar daca p # 2. (Se arata, de exemplu, ca x =
(1,1,0,0,...) siy = (1,—1,0,0, ...) nu verifica identitatea paralelogramului.)
d) Pe L?[0, 1] norma

el = ([ feoyPan:

nu provine dintr-un produs scalar daca p # 2.

y o _J 0o ze(0,3) | . _J 1 zel0,})
(Se arata, de exemplu, ca f(z) = { 1 zell]] sig(x) = 1]

nu verifica identitatea paralelogramului.)

6. Spunem ca doua norme || - || si || - || (pe un spatiu X) sunt echiva-
lente daca exista «, 5 > 0 astfel incat af|z|| < [|z||" < B||z| pentru orice
r € X. In aceasti ipoteza sa se arate ca un sir (z,),>1 C X este conver-
gent in norma || - || daca si numai daca (z,),>1 este convergent in norma ||-||’.

7. Sa se arate ca ||z|]2 < ||lz]i < v/nllz|2 pentru orice x € K" (K = R
sau C), unde, pentru p > 1 ¢i z = (21, ...,x,) € K" avem

n

1

lll, = O l=il?)7.
=1

8. Sa se arate ca || f]|2 < Vb — al| f||o pentru orice f € Cla, b, dar normele
Il “Il2 si || - ||co nu sunt echivalente, unde

171 = ([ 1) P
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si[[fllo = sup [f(2)].

z€la,b
(Indicatie: Pentru a arata ca normele nu sunt echivalente se pot folosi functiile

fn(x) = emj')

9. Sa se arate ca girul de functii (f,,),>1 C C[0, 1], definite prin

0 € [0, 3]
falz)={ nlz—3) = (% 5t
1 €z +1]
este gir Cauchy dar nu este convergent in (C[0, 1], || - ||2)-

10. i) Fie functionala f : C[0,1] — C, f(x) = [y tz(t)dt. Sa se arate cd f
este liniara, marginita si sa se determine || f||. Pe C[0, 1] se considera || - ||co-
ii) Aceleasi cerinte pentru f : L'[0,1] — C, f(x) = [, tx(t)dt, in raport cu
I I pe '[0, 1)

iii) Aceleasi cerinte pentru f : L2[0,1] — C, f(z) = Jy tz(t)dt, in raport cu
Il pe L0, 1] 1
Reamintim c& ||z||, = (fy |z(t)[Pdt)> pentru x € L?[0,1], p > 1.

1

11.Fie I = {z = (zn)n>1] 102 |za|> < 00} cunorma ||z = (302, |2,]?)2
si operatorul T' : [> — [? definit mai jos. Sa se arate ca T este liniar si
marginit, sa se determine adjunctul sau 7™ si sa se studieze daca T este au-

toadjunct, normal (satisface TT* = T*T) sau unitar (TT* =T*T = Id2).
i) T(z) = ("La,)p>1 pentru orice © = (Ty)p>1;
ii) T(z) = (i"x,)n>1 pentru orice © = (z,)n>1, (12 = —1);
iii) T(x) = (Zp41)n>1 pentru orice = () p>1-

12. Sa se arate ca operatorul 7' : X — X, definit prin Tz(t) = tz(t)
pentru orice x € X este liniar gi marginit si sa se determine norma sa, in
urmatoarele situatii:

i) X = C[0, 1] impreuna cu norma ||z||. = sup |z(t)|, € C[0,1].
te[a,b]

ii) X = L20,1] impreund cu norma ||zll, = (f} |«(t)|2dt)z pentru z €

11



L2[0,1]. In acest caz si se arate cii T este autoadjunct.
(Indicatie: Pentru a minora ||T|| in cazul ii) se pot folosi functiile x,,(t) =

0 tel0,1-1) )

n: te[l-11) [

13. Sa se arate ca operatorul
i) T : (CHO, 1, | - llso) — (C[O, 1], - |loo), Tx(t) = 2'(t) pentru orice z €
C'[0, 1], este liniar dar nu este marginit (continuu).

i) T 0 (C'0, 1,0 - ller) = (C0,1]] - Jl), Ta(t) = /() pentru orice
x € C*0, 1], este liniar si marginit. In acest caz sa se determine ||T|.

14. Fie H un spatiu Hilbert complex si 7' : H — H un operator liniar si
marginit. Sa se arate ca T este autoadjunct daca gi numai daca < T'(x),z >€
R pentru orice x € H.

15. i) Sa se arate ca functiile {1, cos(nmz), sin(nmx)},en+ formeaza
o familie ortogonala in raport cu produsul scalar asociat normei || - ||2 pe
L2[-1,1]: < f,g >= [', f(2)g(x)dz. S& se determine normele vectorilor din
aceasta familie.
ii) Consideram functia continua pe portiuni f : [—1,1] — R definita prin

—1—2 z€]-1,0) o 9
flx) = 0 x=0 = > —sin(nmz)
l—z ze(0,1] n=1 "7

v . . . v . _ 2 2 _ 2
Sa se verifice prin calcul direct ca < f,sin(nmz) >= =, [[f|3 = 3 si
sa se scrie identitatea Parseval corespunzatoare dezvoltarii in serie Fourier
(trigonometrica) de mai sus.

16. Sa se dezvolte in serie Fourier- trigonometrica functia f definita mai
jos gi sa se scrie identitatea Parseval corespunzatoare.

i) f:[-,l] = R (I > 0), definita prin f(z) = 2% = € [, ], pentru
cazurile particulare a =1, a =2 i a = 3.

ii) f:[-m 7] = R, f(z) =|sinz|, z € [-7, 7.

12



iii) f: [-m, 7] = R, f(z) = 7%z — 2%, z € [—7,7]. In acest caz si se
o . . x 3
deduca identitatea: nzzjo(—l)"m =I.
17. i) Sa se dezvolte functia f : [0,7] — R, f(z) = sinz, in serie Fourier
de ”cosinusuri”.
ii) Sa se dezvolte functia f : [0,7] — R, f(z) = cosz, in serie Fourier de
”sinusuri”.

13



PROBLEME STURM-LIOUVILLE
PROBLEME MIXTE

1. i) Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema Sturm-Liouville:

" =X, 7 € (0, g), V(0) =0, v(=) = 0.

m
2
ii) Sa se rezolve problema mixta:

Wy = Wy + 6w, t >0, xE(O,g),

Wy|z=0 = 0, W|z=z =0, w|i=g = 2 cosx cos 2x.

3
iii) Sa se rezolve problema mixta:
T
Uy = Ugy + 6u + 2t — 6t* — 62+ 2cos v cos 2z, t > 0, x € (0, 5),

T
5
(Indicatie: se pot omogeniza conditiile la limita prin schimbarea de functie
u— hyu=h+x+t%)

u$|$:0 - 1a u|x:g = t2 + U|t:0 =2x.

2. i) Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema Sturm-Liouville:

—v" = Xv, z € (0,7), v'(0) =0, v'(r) =0.
ii) Sa se rezolve problema mixta:
hy = hyy + 4h +2cos*z, t > 0, x € (0, 7),

hac|ar:0 - 07 hac|w:7r = 07 h|t:0 =0.

iii) Sa se rezolve problema mixta:

Up = Ugy + du + 2% — 2t — 42°t + 2cos’x, t >0, z € (0,7),

14



um|x:0 = 07 um|m:7r = 27Tt7 u|t=0 = 0.
(Indicatie: schimbarea de functie u = h + tz? conduce la problema de la

punctul ii).)

3. i) Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema (de tip Sturm-Liouville):

V' =204+ (1=Nv=0, z€(0,7), v(0) =0, v(r) =0.
ii) Sa se rezolve problema mixta:
hi — hyy + 2hy — h = e"sinz, t >0, z € (0,7),
hle=0 = 0, h|z=r =0, hli=o = € sin 2x.
iii) Sa se rezolve problema mixta:
Up — Ugy + 2up, —u=€"sinz —t, t >0, z € (0,7),

Ulpmo = 14+ t, Ulper =1+, uljmg =1+ €*sin 2.
(Indicatie: schimbarea de functie u = h 4+ ¢ + 1 conduce la problema de la

punctul ii).)

4. i) Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema Sturm-Liouville:

" =, z € (0, g), v(0) =0, V(Z) = 0.

m
2
ii) Sa se rezolve problema mixta:

hiyg — hyyw — 2hy = 4tsinz, t > 0, z € (0, g),

h’x:O =0, h'x|:c=% =0, h|t=0 = 07 ht‘t:O = sin .

iii) Sa se rezolve problema mixta:

Uy — Ugg — 2uy = 4t(sinx — z), t >0, x € (0, g),
ula=o =3, uz|x=% =" +1, uli—g = 3, Uyl—o = T +sinz.

15



(Indicatie: schimbarea de functie u = h + z(#* 4+ ¢) + 3 conduce la problema
de la punctul ii).)

5. i) Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema Sturm-Liouville:

—v" =, z € (0, g), V(0) =0, v(Z) = 0.

il
2

ii) Sa se rezolve problema mixta:

m
75)7

=0, h|t:0 =0, ht|t:0 = 0.

hit — by +2hy = 8h + cos3x, t >0, z € (0

hx|ac:0 = 07 h|x:

3
iii) Sa se rezolve problema mixta:
Ugp — Ugy + 20y = 8u + 22:(1 — 4t) + cos 3z, t > 0, x € (0, g),

it
= 9 uli=0 = 0, U|s=0 = .
(Indicatie: schimbarea de functie u = h+ zt conduce la problema de la punc-
tul ii).)

u:c|a::0 = t: u|x:

6. i) Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii corespunzatori,
pentru problema Sturm-Liouville:

—v" = Xv, z € (0,1), v(0) =0, v(l) =0.

ii) Fie functia g : [0,]] — R, g(z) = z(l — x). Sa se dezvolte g in serie
Fourier in raport cu baza Hilbert din L2[0,1], corespunzitoare problemei
Sturm-Liouville de la punctul i).

iii) Sa se rezolve problema mixta (pentru b o constanta data):

U = Uge +2b, t >0, x € (0,1),

U’:pzo =0, um|x=l =0, U|t:0 =0, Ut|t=0 = 0.

(Indicatie: se poate rezolva fie folosind Principiul lui Duhamel, fie prin schim-
barea de functie v = h + bx(l — x).)

16



7. i) Sa se rezolve problema mixta:
7r
Wy = Wy +w, >0, € (0,5),

Wg—o = 0, Wy|p=z =0, w|i=g = 2s8in 2z cos .

us
2

ii) Sa se rezolve problema mixta:
. T
Up = Ugy +u — 2+ 2sin2zcosz, t >0, x € (0, 5),

u|ac:0 =0, u$|m:g =1, u|t:0 =
(Indicatie: se pot omogeniza conditiile la limita prin schimbarea de functie
u—h,u=h+x.)
8. i) Sa se rezolve problema mixta:

hit — hyy + 2h; = 8 cosz, t > 0, z € (0, g),

hm|x:0 = 0, h‘le = O, h‘t:() = COS T, ht’tzo =0.

2
ii) Sa se rezolve problema mixta:

Upp — Ugy + 2Up = 4$—|—8€tCOS$, t> O, HARS (Oag)a

Uy|p=o = 2t, Ulp=z = 7t, ult=o = cOST, Us|t=0 = 27.

(Indicatie: schimbarea de functie v = h + 2tz conduce la problema de la
punctul i).)

REFERINTA:
V. S. Vladimirov, A Collection of Problems on the Equations of Mathematical
Physics, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1986
(problemele 20.46.3, 20.45.5, 20.45.6, 20.16.2, 20.16.5, 20.6.1, 20.45.4 si
respectiv 20.16.1).
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POLINOAME ORTOGONALE
(LEGENDRE SI HERMITE)

1. Si se ortogonalizeze (folosind procedeul Gram-Schmidt) sirul {1, X, X? X3}

in spatiul L2 (I) cu produsul scalar < f, g >,= [w(z)f(z)g(z)dz pentru:
T

i) I =[-1,1]siw(z)=1Vz e,
i) I = (—o0,400) i w(z) = e Yz € 1.

2. Folosind functia generatoare a polinoamelor Legendre

Gt x) = (1—2at+12)72 = 3 Py(x)t", |t <1
n=0

sa se arate ca:
i) P,(—x) = (—1)"P,(z) pentru orice x € [—1, 1] si orice n > 0,
ii) P,(1) = 1 pentru orice n > 0,

iii) Pentru orice n > 0 avem Py,.1(0) = 0 si

(-1 (2n)!

Fon(0) = 22n ()2

3. Folosind functia generatoare a polinoamelor Legendre sa se deduca
urmatoarele relatii de recurenta, pentru orice n > 1:

) (n+1)P1 — (2n+ 1)zP, + nP,_1 = 0;

i) P, = P!

n

2P P

n

4. Sa se dezvolte in serie Fourier-Legendre functia f : [-1,1] — R
definita prin:

18



i) f(x) =3 pentru x € [-1,0) si f(z) = —2 pentru = € [0, 1].
ii) f(z) = |z| pentru orice z € [—1,1].
iii) f(x) = z® — 5z* + 1 pentru orice = € [—1,1].

5. Sa se calculeze primele 5 polinoame Legendre folosind:
i) formula lui Rodrigues;
ii) relatia de recurentd (n 4+ 1)P,11 — (2n + D)z P, + nP,_; = 0 si stiind ca
P() = 17 P1 = Xx.

1
6. TFolosind formula lui Rodrigues si se arate cd [ z*P,(x)dz pentru
“1

orice k < n, unde k,n € N. Sa se deduca apoi ca < P,, P,, >= 0 pentru
orice n # m.

7. Folosind functia generatoare a polinoamelor Legendre sa se arate ca

1 [e.e]
————— =Y P,(cosf)r"
|1 - 7’629| n=0
pentru 0 < r < 1.
0 1 1 1
8. Sa se calculeze [ P,(z)dz, [ P,(x)dx, [xP,(x)dz, [ xP,(x)dz si
1 0 0 1

1
[ 2?P!(x)dx pentru orice n € N.
0

9. Sa se arate ca t%—lf = (z — t)% si sa se deduca relatia de recurenta
nP, —xP,+ P,_, =0.

10. Si se verifice cd Ps este solutie a ecuatiei diferentiale (1 — z?)y” —
2zy’ + 12y = 0.

11. Sa se deduca ecuatia diferentiala a polinoamelor Legendre din relatii
de recurenta (se pot folosi exercitiile 3 si 9).

12. Folosind functia generatoare a polinoamelor Hermite

o0 tn
=3 Hal)
n—=0 n:
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sa se arate ca:
i) H,(—z) = (=1)"H,(x) pentru orice n > 0 si orice z € R;

ii) Pentru orice n > 0 avem Ho,1(0) = 0 si

(1) (20)
n! '

HQn(O) =

13. Folosind functia generatoare a polinoamelor Hermite sa se demon-
streze urmatoarele relatii de recurenta, pentru orice n > 1:

i) Hyo1 —2xH, +2nH, 1 = 0;

i) H' = 2nH,_;;

2 2

iii) L(e™ H,1) = —e " H,.
14. Sa se calculeze primele 5 polinoame Hermite folosind:
i) formula lui Rodrigues;
ii) relatia de recurenta H,, 1 —2xH, +2nH, 1 = 0 si stiind ca Hy =1, H; =
2x.

15. Sa se dezvolte in serie Fourier-Hermite functia f : R — R definita
prin:
i) f(z) = —1 pentru z < 0 i f(z) = 1 pentru z > 0;
ii) f(z) = |z| pentru orice z € R;
iii) f(x) = 22® — 22% + = + 3 pentru orice = € R.

16. Sa se obtina din functia generatoare a polinoamelor Hermite, dezvoltarile
in serie Fourier-Hermite ale functiilor: e** sh(ax), ch(ax), sin(az), cos(ax),unde

a > 0, arbitrar.

17. Si se calculeze [ e * zH,(x)H,41(x)dz pentru orice n > 0.

—00
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PROBLEMA CAUCHY PENTRU ECUATIA CALDURII

Sa se determine functia u(x,t) de clasd C%(t > 0)NC(t > 0), care satisface
(pentru z € R™ i t > 0) ecuatia diferentiala

ou
— —a‘Au = f(x,t
-~ e
si conditia initiala

uli=0 = up(z),

unde f si uy sunt functii date, iar @ > 0. Daca f € C?*(t > 0) si toate
derivatele ei pana la ordinul al doilea inclusiv, sunt marginite in orice banda
0 <t < Tiaruyg € C(R™) este marginita, atunci problema Cauchy are o
solutie unica in clasa functiilor w(z,t) marginite in orice banda 0 < ¢t < T,
care se exprima prin formula lui Poisson:

1 _le—g? lo—¢ ]2
u(z,t) = 7/ 0(§)e” 22 d£+// —e ~4a?(t-n) dEdT.
(2a\/ﬁ)”Rn 0 Be 120 7r t— 7))
APLICATIE

Sa se rezolve problema Cauchy (n=1)

ou  Ju N | _

— =——+¢', ul—o =sinx.

ot~ Oa? =0
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PROBLEMA CAUCHY PENTRU ECUATIA UNDELOR

Sa se determine functia u(z,t) de clasa C?*(t > 0) N C(t > 0), care
satisface (pentru z € R"™, t > 0) ecuatia diferentiala

0*u
o2 a’Au = f(x,t)

si conditiile initiale
0
uli=0 = uo(z), ai;\t:o = uy (),
unde f,up si u; sunt functii date, iar a > 0. Dacd f € CY(t > 0),up €

C*(R),u; € CYR), atunci (pentru n = 1) problema Cauchy are solutie
unica exprimata prin formula lui d’Alembert:

r+at t z+a(t—r)

1 1 1
ulw, ) = luo(a-+at)+uo(z—at)]+5- / ur ()45 / / F(€,7)dedr.
aw—at a 0 z—a(t—7)
APLICATIE
Sa se rezolve problema Cauchy (n=1)
Pu Pu , Ou
@ :4@+S11’ll‘, U|t:0:l’ y ah:g:COSIﬂ
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FUNCTII BESSEL

Ecuatia diferentiala Bessel:

2u" + 2 + (22 — vHu =0,
pentru un ordin arbitrar v € C, unde z € C.
Functiile Bessel, definite mai intai de matematicianul Daniel Bernoulli si
genera-
lizate de Friedrich Bessel, sunt solutii canonice u(z) ale ecuatiei diferentiale
Bessel. Functiile Bessel se mai numesc si functii cilindrice sau armonice
cilindrice deoarece apar in solutia ecuatiei lui Laplace in coordonate cilin-
drice.

e Notatii:

J, - functia Bessel de prima speta, de ordinul v (sau de indice v).

N, - functia Bessel de a doua speta, de ordinul v (sau functia Neumann,
notata uneori Y,).

H(Vl),H(VZ) - functiile Bessel de speta a treia, de ordinul v, (sau functiile
Hankel).

e Functii Bessel:

e (=)™ z

I =3 ¢

—mll(m+v+1)2
cos(vm)d,(2) — J_,(2)

)2ty unde z € C\ {0};

N,(z) = () ) pentru v ¢ Z;
Nae) = B V() = TP @ D) e ez
HP(2) = J,(2) +iNy (), HP)(2) = J,(2) = iN,(2).
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e Functia generatoare

Functiile Bessel de ordin intreg sunt coeficientii dezvoltarii in serie de puteri
(in raport cu variabila t) a functiei:

31 = > Ja(2)t"

n=—oo

EXERCITIUL 1. Daca n este un intreg pozitiv sa se arate ca J_,(z) =
(=1)"Jn(2).

o0
e Functia Gama: TI'(z) = [e 't*'dt. (Aceastd integrald, care se mai
0

numeste si integrala lui Euler de a doua spetd, converge pentru Re(z) > 0.)

e Proprietati ale functiei Gama: (EXERCITIUL 2.)

z+
z4+n)=(z4+n—1)...(z+ 1)zI'(2),
n + ): 1~3A..(2n—1)\/7—1_: (2n)! T

2n 22np)

e Formule de recurenta: (EXERCITIUL 3.)

Jer(2) 4 dun(2) = 2 0(2) (13
Jy-1(2) = Jua(z) = 2J,(2) (14)
2J0(2) +vd,(2) = 2J,1(2) (15)

20 (2) —vd,(2) = —2J,41(2) (16)

(2" (2)]" = 2" T (2) (17)
[z (2)] = =27 s (2) (18)

e Expresii pentru J,(z), cand v este jumatatea unui intreg impar:
(EXERCITIUL J.)



2 si 2
%(z):\/g(smz—cosz), J a(2) =~ —(sinz + 7).

z

e Reprezentari integrale (v =n): (EXERCITIUL 5.)

(a) Ju(z) = %m‘tl{l st n=14t,

2 . 2m
(b) Ju(z) = o= [ e=sinfn0gh = L [ cos(nf — zsin 6)d6.
0 0

;—nn 271— .
(C) Jn(z) = 127 f el(zcose—i-ne)de'
0

(d) Ju(z) = %fcos(n@ — zsinf)df. (Aceasta este cunoscuta ca integrala
0
Bessel.)
3 1
(e) Jo(z) = 2 gcos(zsin 0)df = 2 / o) du.
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FUNCTII SFERICE

Functii Legendre asociate:

m

dx™

[3

PM(x) = (1 —2%) by(x)

unde P;(x) este polinomul Legendre de grad [, iar [ si m sunt numere naturale.

P () = <—1>WMW@>, ml <1
2 (I+m)!

/pm )P (x G m) < 1 Jm| < 1.

(2[ +1)(—m)!
Functii sferice
Fie (z,y, z) coordonate carteziene si (1, ¢, §) coordonate sferice astfel incat
r=rsinfcosyp, y=rsinfsing, z =rcosh, ¢ € [0,27], 6 € [0, 7].
Functiile sferice apar in rezolvarea ecuatiei lui Laplace in coordonate sferice,
prin metoda separarii variabilelor.

Pentru fiecare | = 0,1,2,... functiile sferice de ordinul /, notate cu Y;™,
undem € {—I,...,—1,0,1, ..., [}, sunt liniar independente, iar combinatiile lor
liniare sunt, de asemenea, functii sferice de ordinul /. Expresia generala a unei
l
functii sferice de ordinul [ este: ¥, = > "Y,)”, unde a;* sunt coeficienti
m=—I
arbitrari.
Consideram

m P"(cos@)cosme  ,m=0,1,....1
Y, <9,so>={ e }

P™(cos @) sin|mle ,m=—1,...,—I
sau '
Y"™(0,p) = P"(cos0)e™, —l <m <.

47 (I4+m)!
(2L +1) (I —m)!

<YY" >pas00)= O O
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Problema Dirichlet relativa la sfera cu centrul in origine si de
raza R: Sa se determine o functie u care verifica ecuatia lui Laplace si
conditia la limita u|,—g = f, unde f este o functie data.

e Solutia problemei Dirichlet interioare se cauta sub forma:

u(r, 8, p) = Zr Z Y™ (8, ).

m=—1
e Solutia problemei Dirichlet exterioare se cauta sub forma:
!

u(r, 0, ¢) = Zr DS bY™ (0, ).

m=—I

Coeficientii a;", respectiv b, se determina din conditia la limita.

e In general, o functie armonica intr-o coroana sferica R; < r < Ry, si
care ia valori date pe frontiera acestei coroane, este de forma:
!

u(r,0, p) = Z S (art+ oYY 9, ).

=0 m=—1

APLICATII

1.(i) Sa se calculeze functiile sferice V! pentru n € {0,1,2,3}.
(ii) Sa se gaseasca o functie u armonica in interiorul sferei unitate si astfel
incat ul,—; = 3cos*0 — 2cosb.

2.(i) Sa se calculeze functiile sferice: Y;', Y, Y3, Yy !
(ii) Sa se gaseasca o functie u armonica in exteriorul sferei unitate si astfel
incat ul,—; = cos® #sin f(sin ¢ + cos ).

3.(i) S4 se calculeze functiile sferice: Y, Yy, Yo!, Yy

(ii) Sa se gaseasca o functie u armonica in interiorul coroanei sferice 1 < r < 2
si astfel incat u|,—; = sin 260 sin o si u|,—y = sin? 6.
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Polinomul Legendre P, (x) Cebisev T, (x) Laguerre L, (x) Hermite H,(x)
Domeniul de [-1,1], p(x) =1 [-1,1], p(x)= 1;2 [0,0), p(x)=e™* | (~c0,+00), p(x):e"‘2
definitie, Y
ponderea
() = T () = L) = i) =
1 —1)"1 — x2 1
e (2 _1\n (—1)"™1—-x X (p—X.m _ynx2 2 o —x?
Formula lui 2™n! dx™ =1 (2n— D! & dxm (e™x™) | (=) dx™ ™)
Rodrigues ar gl
g
1 _ 1-xt i had n
- Vi-2xt+tZ 1-2xt+t2 e " _ 2tx—t2 _ v
Functia o n © n 1—-t e = 2 Hyp(x)
—o P, COth, [t <1 —o I ()t", [t <1 - n!
generatoare Zn=o Fn (T, I¢] Zn=o Tn (DT, |2l Yoo Lp(0)t™, n=0
[t] <1
(n+1)Pnyq — Tne1 = 2xTy +Tpoq | (+1)Lpyq — Hypi1 — 2xHy
Relatie de (2n+ 1)xB, + =0 |@2n+1—-x)L,+ +2nH,_;1 =0
recurenta nP,_4 =0 nk,_4 =0
(1—x2)P) —2xP, + (1 —x3T) —xT,, xLy + (1 —x)Ly, H; — 2xH; + 2nH,
Ecuatia nn+1)P, =0 +n2T, =0 +nL, =0 =0
diferentiala
1 P,P,d " Tl d T emx L Lndx foo e H,H,,dx
Ortog?nalitate, _[_1 nimax f_lm X . ntm . niim
norma 0, m#£n 0, n#+m _{0, m¥n _{ 0, m#n
ST I LS
2n+1 2
I, n=m=
PO 1, P1=x, T0=1,T1=x, Lo—l, L1= - HO=1' H1=2x,
Primele 5 P, ==(3x2—1), T, =2x%—1, X, H, = 4x% — 2,
polinoame p.—ls,3_3 T; = 4x3 — 3x, L,=1-2x+ Hy = 8x3 — 12x,
3 = 21( x° = 3x), T, =8x*—8x2+1 %xz, H, = 16x* — 48x2 +
_ 4
30x2 + 3) Sx2—1x8,
2 6
Ly
=1—4x + 3x?
2 1
_f.3, " .4
3x + 24x
Alte relatii de nP, —xP, +P,_; =0 H, = 2nH,_4
recurentd P, —nP,_{ — xP]_ d  _.
t n n-1 =nol a(e x Hn—l)
i1 — Pro1 = (2n = —e_szn
+ 1P,

Gheorghe Mocica — Probleme de functii speciale,

Abramowitz& Stegun —Handbook of Mathematical Functions




