Margini pentru radacinile polinoamelor
cu coeficienti complecsi

Note de Curs

Rezumat

Vom prezenta cateva rezultate asupra marginilor modulelor radacinilor
polinoamelor intr-o nedeterminati peste corpul C al numerelor complexe.

Introducere

Una dintre principalele probleme care se pun in legatura cu polinoamele intr—o
variabild (nedeterminatd) o constituie gasirea radacinilor lor. Deoarece calcu-
larea exactd a radacinilor unui polinom cu coeficienti reali sau complecsi nu
este posibila decat pentru polinoame particulare este necesar sa avem metode
de aproximare a acestor radacini. In acest context determinarea intervalelor
sau domeniilor in care se gasesc radacinile unui polinom cu coeficienti reali sau
complecsi permite elaborarea unor metode algoritmice de estimare a acestor
radacini. O priméa etapa consta in gasirea unor margini (superioare si inferioare)
ale valorilor absolute ale radacinilor. Vom descrie cateva astfel de margini su-
perioare gi vom compara eficienta rezultatelor. Prin considerea polinomului
reciproc se pot deduce ulterior gi margini inferioare.

Marginea lui Cauchy

Matematicianul francez Augustin—Louis Cauchy a publicat in anul 1822 un
criteriu simplu care permite estimarea marginilor modulelor radacinilor poli-
noamelor cu coeficienti in corpul numereloor complexe.

Teorema 1 Fie p unica radacind pozitiva a polinomului

F(X)=X"—|a1| X" — -+ —|a,|, unde a1, ...,a, € C.

Atunci toate raddcinile polinomului P(X) = X" +a; X" '+ +ap 1 X +a,
se gasesc in discul {|z| < p}.



Demonstratie: In primul rand sa observam ca polinomul
F(X)=X"—|a1| X" = —|an—1]X — |an]|

are intr—adevar o singura radacina reala pozitiva, avand toti coeficientii reali si
o singura schimbare de semn (regula lui Descartes a semnelor).

Considera z € C, |z| > p. Avem
[P(2)] = [2]" = (laa] - [2["7" + -+ lan—a] - |2l + |an]) = F(l2]) > 0,

agadar P(z) # 0. I

Utilizarea Metodei lui Cauchy

Procedeul lui Cauchy descris in Teorema 1 permite obtinerea unor expresii
simple pentru marginea superioara a modulelor radacinilor in functie de talia
coeficientilor polinomului P. Prezentam cateva aplicatii ale acestui rezultat la
determinarea unor margini ale radacinilor unui polinom cu coeficientii complecsi.
O prima aplicatie este urmatorul rezultat obtinut chiar de A.—L. Cauchy:

Corolarul 2 [Cauchy, 1822] Numarul 1 + M, unde M = max? ; |a;|, este o
margine superioard a modulelor raddcinilor polinomului P(x) = 2™ + ajz"™ ! +
<-4 ay, € Clz].

Demonstratie: Cu notatiile din Teorema 1 avem
F+M) = (1+M)" = (jar|(1+M)""" 4+ an])
> (1+M)"—M((1+M)" 1+ +1)

(I+M)"—1
1+M—-1

1+M)" =M -

> 0.

Prin urmare 1+M > p, deci 14+ M este o margine superioara a valorilor absolute
ale radacinilor polinomului P .

Exemplul 1. Si consideram polinomul P(X) = X5 —2X4-2X3 - X2+ X 2.
Conform rezultatului precedent se obtine marginea superiord 1+max{2,1} = 3.

Propozitia 3 Numdrul M = 2 max”_, |as|*/$ este o margine superioard mo-
s=1
dulelor radacinilor polinomului P.

Demonstratie: Deoarece |as| < (M/2)° se obtine

. M
‘ail M < 9i




asadar

- n—1 n 1 1 1 n 1

i=1

Cu notatiile din teorema 1 avem

F(M) = M™ =" [a;| - M"™" > M" = M" (1—2n> - <2) -
i=1

prin urmare M este o margine superioara a modulelor radacinilor. I

Exemplul 2. Considerand tot polinomul P(X) = X5—-2X4-2X3-X?4+ X 2.
se obtine marginea superiord 2 - max{2,1} = 4.

Teorema 4 (Fujiwara) Fie P(X) = X"+ a1 X" '+ -+ ap_1X + ap un

polinom neconstant cu coeficientii numere complexe si fie A\1,..., A, > 0 astfel
incat

! + ! +-o 1+ ! <1

A1 A An T

Atunci numarul
n 1/i
max (Ailas|)
=1
este o margine superioard a modulelor radacinilor polinomului P.
. < 1/i
Demonstratie: Si punem M = max™_, (A|a;)"/".

i

M
Avem |a;| < 3

3

pentru toti ¢, deci

- n—i = ' n—i n . 1
glailM g; oM s ;T

"1
=1

ceea ce demonstreaza teorema. D

Prin urmare

n
1
F(M) zM"—M"Z)\— :M”-(l—
i=1

O alta aplicatie a Teoremei 1 este
Propozitia 5 Fie a > 0, |a;| < a. Atunci

1
a; |i=1

n
« + max
i «

1=2

este o margine superioard a modulelor radacinilor.
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Demonstratie: Considerand M = o + max -
i=

«

avem |a;] < a(M — «)*~!. Prin urmare

Z?:l |az| Mnfi < « Z (M _ a)i*l Mnfi
1=1

aM® I~ (M —a\'
B M—az< M >

i=1

< aM™ M-« 1
M-« M 1_M—a
M
M
= aM™!t. =
«
= M".

Prin urmare

0

Observatie: In particular, dacd a; = 0 atunci numéarul a din Propozitia 5
poate fi orice numar real pozitiv.

Exemplul 3. Consideram polinomul
P(X) = X% —-2X% 4+ X% —4x* 4+ X 1.

Avem a; = 2, deci putem alege orice numar a > 2. Se obtine

a; |1/G=1) 1IN fa\Yt YT e A
[ e G666 - ()
2<i<9 | o a’ \a a a a a
Agadar alte margini superioare sunt date de

4N\ /4
M(a) = a+ () pentru orice a > 2.
a

Alegand a = 2 se obtine marginea superioara
M(2) = 3.414.

De fapt adevarata margine superioara a modulelor radacinilor este 1.997.



Marginea R + p

J.—L. Lagrange a enuntat un alt rezultat privind marginile radacinilor unui
polinom cu coeficientii reali (v. [4]. 1l reformulim pentru cazul mai general
al polinoamelor cu coeficientii complecsi i dam o demonstratie bazata tot pe
Teorema 4 a lui Fujiwara.

Teorema 6 (Marginea R+ p) Fie ai, ag, ..., a, numere compleze. Dacd
R = |a;|"7 > |a;|* = p > |ag|Y* pentru toti k # i, j, atunci numdrul R+ p
este o margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului

FX)= X"+, X" '+ da, 1 X +a,.

Demonstratie: Dupa Teorema 2 a lui Cauchy este suficient sa aratam ca unica
radacina reala a polinomului

G(X) = X" —|ay| X" ' = = |an_1]| X — |an]

este mai mica decat R + p.
Avem R = |a;|"7 > |a;|"? = p > |ag|"/* pentru toti k # 4,j. CAutdm acum
A1, ..oy Ay > 0 astfel incat

Melag| < (R+p)F pentrutoti k=1,2,...,n.
Ar fi suficient sa fie satisfacute inegalitatile
Mep® < (R+p)* pentru toti k #j
si

)\jRj S (R"‘P)]

Alegem atunci

j k
)\j:<R+p> , )\k:<R+p> pentru k#j (1<k<n).
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Consideram acum y = R/p. Se observa ca y > 1 i

p K —p p" ! Loy -1 1
Ly - = —+ _
R (R+p) R(R+p)" y  (y+1)7 yly+1)n

+1)"+yl —Dy+1)"7 -1
y(y +1)" '

Membrul drept al ultimei inegalitati este subunitar daca si numai daca

g) = yly+ )" =W+ )" -y — Dy +D" 7 +1 > 0.
Avem ‘
g(y) = (y+1)"7 - hy) +1,

unde h(y) = (y — 1)(y+1)7 —y(y? — 1) . Este suficient si avem h(y) > 0 pentru
totiy > 1.

Intr-adevar,

2 () (@ ()

deoarece toate parantezele de pe ultima linie sunt pozitive. De aici avem
h(y) > 0 pentru toti y > 1.

n
1
Prin urmare Z W < 1. Dupa Teorema 4 numarul R + p este o margine supe-
k=1

rioara a modulelor radacinilor lui F. 1

Margini Inferioare

Cunoagterea unei margini superioare pentru modulele radacinilor unui poli-
nom permite calcularea imediata a unor margini inferioare. Aceasta reiese din
urmatorul rezultat.

Propozitia 7 Fie P(X) = aoX" + a1 X" ' + - + a,, € C[X] iar P*(X) =
an X"+ ap_1 X" 1+ +ag polinomul sd reciproc. Dacd numdrul K > 0 este o
margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului P*, atunci
numdarul 1/K este o margine inferioard a valorilor absolute ale rdadacinilor poli-
nomulut P .

Demonstratie: Este suficient sa observam ca are loc relatia



Exemplul 4. Fie P(X) = X" - X6 +2X4 - 2X3 4+ X +1.

Polinomul reciproc este P*(X) = X7 + X6 — 2X% + 2X% — X + 1. Conform
Teoremei 6 o margine superioara a modulelor radacinilor este

K=R+p=V2+V2=~ 2449

Prin urmare o margine inferioara a modulelor radacinilor polinomului P este

m = 0.408.

Aplicatii

Gasirea unor limite pentru modulele radacinilor polinoamelor cu coeficienti reali
sau complecsi nu rezolva imediat problema localizarii radécinilor unor astfel de
polinoame. In aplicatii suntem interesati sa gasim margini cat mai apropiate
de acelea adevarate. De asemenea sunt de preferat procedeele care conduc la
calcule ce pot fi duse la capat in timp real — de preferat chiar cu creionul si
hartia. Cum calculatoarele electronice de astazi pot efectua in cateva minute -
daca nu secunde - un volum uriag de calcule, consideram drept eficiente si acele
procedee care permit obtinerea rezultatelor doar cu ajutorul calculatoarelor.

Exemplul 5. Fie P(X) = X° -2X*+2X%2+X -2¢ C[X]. Atunci M = 2 si
dupa Teorema 2 obtinem marginea superioara 1+ M = 3. In schimb Propozitia
3 si Teorema 6 ne dau marginea 4.

Exemplul 6. Sa consideram polinomul
P(X) = X°4+4X3 4+ 100X +99.
Teorema 2 a lui Cauchy conduce la marginea superioara
M; =1+ max{4,100,99} =1+ 100 = 101.
Utilizand Propozitia 3 se obtine

M, = 2-max{4'/2,100'/4,99'/°} = 2. 3.163 = 6.326.

Exemplul 7. Sa consideram polinomul
P(X) = X" —2X"0 4 X% —2x®% - 8X*+ X —1.
Cu notatiile din Teorema 6 avem
R=2 s p=1.346.

De asemenea
1+ max{|a;];1<i<11} =1+8=9



Se obtin urmatoarele margini superioare:

9 Teorema 2
4 Propozitia 3
3.346 | Teorema 6

Alte margini superioare pentru valorile absolute ale radacinilor se pot obtine
folosind Propozitia 5. In cazul polinomului P avem a; = 2, deci putem alege
orice numar a > 2. Se obtine

a: 11/(i—1) 1 9 1/2 8 1/6 1 1/9 1 1/10 8 1/6
mo, [~ d L)L) LG) L G) (-0
2<i<11 | @ a a a a a a

Agadar alte margini superioare sunt date de
1/6
M(a) = a+ <> pentru orice a > 2.
a
Functia g : [0,00) — R, g(x) = x + (8/x)"/% fiind crescitoare cea mai buni
margine obtinuta prin Propozitia 5 este
M(2) = 3.259.

Prin urmare Teorema 6 §i Propozitia 5 dau cele mai bune margini pentru poli-
nomul P.

Prin utilizarea unui pachet de programe performant, cum este gp-pari (v. [8]),
se constata ca modulul maxim al unei radacini este 2.079.

Concluzii

Marginile valorilor absolute ale radacinilor polinoamelor intr-o nedeterminata
cu coeficientii numere complexe pot fi calculate in functie de grad si coeficienti
prin metode simple. Printre cele mai eficiente sunt marginea R + p a lui La-
grange si marginile lui Fujiwara. Cunoagterea acestor margine reprezinta un pas
important pentru calcularea radacinilor ecuatiilor algebrice.
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